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MOTIVACIÓN 

Como se estudió en la Unidad Didáctica anterior, los sucesos se presentan con 
unas determinadas probabilidades. El problema que se plantea es que con los 
sucesos hay ciertas operaciones algebraicas que no se pueden realizar (no se 
pueden sumar, restar, multiplicar, dividir). Para solucionar este problema en esta 
Unidad Didáctica se presentan las variables aleatorias que consisten en asociar 
a cada suceso elemental un número real. La probabilidad se mantiene, es decir, 
la probabilidad asociada al número real es la misma que la probabilidad asociada 
al suceso elemental correspondiente. Por tanto, esta Unidad Didáctica está ba-
sada en la Unidad Didáctica anterior. 

Las variables aleatorias presentan la ventaja frente a los sucesos de que con los 
números reales si se pueden realizar todas las operaciones algebraicas indica-
das anteriormente y con los sucesos no. Al estudio de dichas variables se dedica 
esta Unidad Didáctica. 
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PROPÓSITOS 

Los principales propósitos de esta Unidad Didáctica son: 

 Entender el concepto de variable aleatoria. 

 Distinguir entre variables aleatorias discretas y continuas. 

 Aprender a calcular probabilidades asociadas a variables aleatorias. 

 Calcular las medidas que caracterizan a las variables aleatorias y saber 
interpretarlas. 

 Saber utilizar las principales distribuciones de probabilidad discretas y 
continuas. 
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PREPARACIÓN PARA LA UNIDAD 

Las variables aleatorias se clasifican en dos grupos: discretas y continuas. En 
primer lugar, se estudian las variables discretas que toman valores aislados. Di-
chas variables se pueden representar mediante dos funciones: la distribución de 
probabilidad y la función de distribución. A continuación, se consideran las varia-
bles continuas que pueden tomar cualquier valor en un intervalo. Estas variables 
se pueden representar mediante la función de densidad y la función de distribu-
ción. Finalmente, se presentan las principales distribuciones de probabilidad dis-
cretas y continuas. 

En esta Unidad Didáctica aprenderás a identificar si una variable es discreta o 
continua, obtener probabilidades referentes a la misma, calcular las principales 
medidas que la caracterizan, e interpretar correctamente todos los resultados 
obtenidos.  
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1. CONCEPTO DE VARIABLE 
ALEATORIA 

En la unidad didáctica 2, se presentaron los conceptos de espacio muestral y 
suceso elemental. El espacio muestral, que se representa por E, es el conjunto 
cuyos elementos son los posibles resultados del experimento aleatorio. Un suce-
so elemental es el que está formado por un solo elemento del espacio muestral. 
En dicha unidad también se estudió la probabilidad que es una medida de la in-
certidumbre asociada a los fenómenos que dependen del azar. 

Una variable aleatoria, que se representará por  , es una función que asocia a 

cada suceso elemental w  un número real. 
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Cada valor de la variable aleatoria tiene una probabilidad asociada que es la 
misma que la probabilidad del suceso elemental correspondiente. A las probabi-
lidades asociadas a cada valor de la variable aleatoria se les llama probabilida-
des inducidas. 

 

 

  

Las variables aleatorias se definen porque es más senci-
llo trabajar con números reales que con sucesos, ya que 
los números reales se pueden sumar, restar, multiplicar y 
dividir y los sucesos no. 
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Ejemplo 1. Lanzamos una moneda una vez y consideramos 

la variable aleatoria  = “Número de caras obtenidas”. 

a) Determinar el espacio muestral. 

b) Explicar que número se asocia a cada suceso elemen-
tal. 

c) Determinar las probabilidades inducidas. 

 

 

a) El espacio muestral, es decir, el conjunto de posibles resultados de este 
experimento aleatorio esta formado por dos elementos cara y cruz. 

 XCE ,  

b) La variable aleatoria se define como “Número de caras obtenidas”. Por 
tanto, al suceso cruz se le asocia el número real 0 (si sale cruz, no sale 
ninguna cara) y al suceso cara el número real 1. 

1)(
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c) Cada suceso elemental tiene una probabilidad que se mantiene: 

La probabilidad de que salga cruz es 2/1 . Al suceso cruz se le asocia el 

número 0. Por tanto, la probabilidad de que la variable tome valor 0 es 

2/1 . 

La probabilidad de que salga cara es 2/1 . Al suceso cara se le asocia 

el número real 1. Por tanto, la probabilidad de que la variable tome valor 

1 es 2/1 . 

2/1)1()(

2/1)0()(
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Se distinguen dos tipos de variables aleatorias: 

 

 Variables aleatorias discretas: son aquellas que toman valores aisla-
dos.  

 

 

  

Ejemplo 2. Se lanza un dado una vez y se considera la va-
riable aleatoria ξ= “Puntuación obtenida”. 

La variable es discreta, puesto que puede tomar valores 1, 
2, 3, 4, 5 y 6 y no puede tomar ningún valor entre dos con-
secutivos dados. 

 

 

 Variables aleatorias continuas: son aquellas que pueden tomar cual-
quier valor en un intervalo. 

 

 

  

Ejemplo 3. La longitud de una pieza es aleatoria debido a 
ciertos errores en el proceso de fabricación de la misma. 
Oscila entre un valor mínimo de 2 centímetros y un valor 
máximo de 3 centímetros. La variable aleatoria ξ= “Longitud 
de la pieza” es continua, ya que puede tomar cualquier valor 

en el intervalo  .3,2  
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2. VARIABLES ALEATORIAS 
DISCRETAS 

Como se acaba de exponer en la sección anterior, una variable aleatoria discreta 
es aquella que toma valores aislados. En esta sección se estudian estas varia-
bles. El análisis se divide en tres partes. 

En primer lugar, se consideran las funciones que se utilizan para representar una 
variable discreta: la función de masa o distribución de probabilidad y la función 
de distribución. Se prestará especial atención a la diferencia conceptual que 
existe entre ellas. 

A continuación, se analiza el cálculo de probabilidades en variable discreta. Di-
cho cálculo se puede realizar con las dos funciones anteriormente citadas. Se 
explicará que procedimiento se sigue para calcular las probabilidades con cada 
una de estas funciones. 

Por último, se presentan las principales medidas que caracterizan a una variable 
aleatoria discreta: la esperanza, la varianza y la desviación típica. 

 

FUNCIÓN DE MASA O DE CUANTÍA 

La función de masa o de cuantía es la función que asocia a cada valor de la va-
riable aleatoria su probabilidad. 

 
)()(

1,0:

iii xpxfx
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Por tanto, asocia a cada número real x  una imagen que es la probabilidad de 

que la variable tome ese valor. 

Propiedades: 

1. Las probabilidades están entre 0 y 1. 

1)(0  ixp   

2. La suma de todas las probabilidades puntuales es igual a la unidad. 

  1)( ixp 
 

 

DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD 

La distribución de probabilidad es otra forma alternativa de representar la proba-
bilidad puntual. En lugar de utilizar una función, se colocan las probabilidades en 
una tabla. 

La distribución de probabilidad está formada por los valores que toma la variable 
acompañados de sus correspondientes probabilidades. En la primera fila se co-
locan los valores que puede tomar la variable ordenados de menor a mayor y en 
la segunda las probabilidades puntuales correspondientes a cada valor. 

 

 

  

La función de cuantía o distribución de probabilidad propor-
ciona la probabilidad puntual. 

 

 

 

  

Ejemplo 4. Se lanza una moneda una vez y se considera la 

variable aleatoria  = “Número de caras obtenidas”. Deter-

minar la distribución de probabilidad de la variable. 
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Como se ha expuesto en el ejemplo 1, dicha variable aleatoria toma valores 0 y 1 
con probabilidad1/2 en ambos casos. Por tanto, la distribución de probabilidad de 
la variable es: 

  = x i 0 1 

P(  = x i) 1/2 1/2 

 

Obsérvese que las probabilidades están entre 0 y 1 y que la suma de probabili-
dades es igual a 1. 

 

FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN 

La función de distribución de una variable aleatoria, que se representará por 

)(xF , es tal que: 

 
)()(

1,0:

xpxFx

RF





  

Por tanto, asocia a cada número real x  una imagen que es la probabilidad de 

que la variable aleatoria tome valores menores o iguales que x . 

Si la variable aleatoria es discreta, el valor de la función de distribución en un 
punto x  se genera sumando la probabilidad de que la variable tome ese valor x , 

si existe en el probabilidad, y las probabilidades correspondientes a todos los 
valores que son menores que x . Por consiguiente, 

)()()( 




xx
i

i

xpxpxF 

 

 

 

  

La función de distribución particularizada en un valor propor-
ciona la probabilidad acumulada hasta ese valor. 
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Ejemplo 5. Se lanza una moneda una vez y se considera 

la variable aleatoria  = “Número de caras obtenidas”. 

Determinar la función de distribución de la variable aleato-
ria. 

 

 

Para obtener la función de distribución nos basaremos en la distribución de pro-
babilidad de la variable. La variable toma valores 0 y 1 con probabilidad ½ en 
ambos casos (ver ejemplo 4). 

La función de distribución hay que definirla para todos los números reales. 

El primer tramo a considerar es siempre antes de que la variable empiece a to-
mar valores. En este caso cualquier número menor que 0. 

0)()(0  xPxFx   

La probabilidad acumulada hasta x  siendo x  cualquier  número menor que 0 es 

cero, porque la variable no toma valores menores que 0. 

El siguiente tramo es: 

2

1
)0()()(10   PxPxFx

 

La probabilidad acumulada hasta x  siendo x  un número que pertenece al inter-

valo  2,1  es 1/2, ya que hasta ese punto la probabilidad existente es la que co-

rresponde a 1 . 

El último tramo es: 

1
2

1

2

1
)1()0()()(1   PPxPxFx

 

La probabilidad acumulada hasta x  siendo x  un número que pertenece al inter-

valo  ,1  es 1, ya que se ha llegado al último valor que puede tomar la variable. 
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Por tanto, la función de distribución es: 
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CÁLCULO DE PROBABILIDADES  

Si se quiere calcular probabilidades, se puede emplear la distribución de probabi-
lidad y la función de distribución. A continuación, se explica como se calculan 
probabilidades con estas dos funciones. 

Cálculo de probabilidades con la distribución de probabilidad 

Se suman las probabilidades puntuales de todos los valores que puede tomar la 
variable en el intervalo considerado. 

Cálculo de probabilidades con la función de distribución 

La función de distribución particularizada en un punto nos proporciona la proba-
bilidad de que la variable tome ese valor o cualquiera de los que se encuentren a 
su izquierda. 

A continuación, se explica como se calcula la probabilidad en los diferentes tipos 
de intervalos. En algunos casos será necesario utilizar la función de distribución 
y la distribución de probabilidad, ya que solo con la función de distribución no es 
posible calcular la probabilidad. 

Sean a  y b  dos números reales tales que ba  . La probabilidad en a  o a su 

izquierda se calcula de la siguiente forma: 

)()( aFap   

 

 

  

En este caso simplemente hay que particularizar la función 
de distribución en a . 
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La probabilidad a la izquierda de a  (sin incluir la probabilidad en a ) se calcula 

de la siguiente forma: 

)()()()()( apaFapapap    

 

 

  

)(aF  es la probabilidad en a  o a su izquierda. Si se le resta 

la probabilidad en a , se obtiene la probabilidad a la izquier-

da de a . 

 

 

La probabilidad a la derecha de a , sin incluir la probabilidad en a , se calcula de 

la siguiente forma: 

)(1)(1)( aFapap    

 

 

  

Para calcular esta probabilidad se ha tenido en cuenta que 
la probabilidad de un suceso es igual a uno menos la proba-
bilidad del suceso contrario. 

 

 

La probabilidad en a  o a su derecha se calcula de la siguiente forma: 

  )()(1)()(1)(1)( apaFapaFapap    

 

 

  

Para calcular esta probabilidad se ha tenido en cuenta que: 

1. La probabilidad de un suceso es igual a uno menos la 
probabilidad del suceso contrario. 

2. La probabilidad a la izquierda de a (sin incluir la pro-

babilidad en a ) es 
)(aF
 menos la probabilidad pun-

tual en a . 
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La probabilidad entre a  y b (incluyendo la probabilidad en b , pero no en a ) se 

calcula de la siguiente forma: 

)()()()()( aFbFapbpbap    

 

 

  

Si a la probabilidad en b o a su izquierda )(bF , se le resta 

la probabilidad en a  o a su izquierda )(aF , se obtiene la 

probabilidad en el intervalo considerado. 

 

 

.La probabilidad entre a  y b (sin incluir las probabilidades en a  y en b ) se cal-

cula de la siguiente forma: 

)()()()()()()( bpaFbFbpapbpbap    

 

 

  

Si a la probabilidad en b o a su izquierda )(bF , se le resta 

la probabilidad en a  o a su izquierda )(aF  y la probabilidad 

puntual en b , se obtiene la probabilidad en el intervalo con-

siderado. 

 

 

La probabilidad entre a  y b (incluyendo las probabilidades en a  y en b ) se cal-

cula de la siguiente forma: 

)()()()()()()( apaFbFapapbpbap    

 

 

  

Si a la probabilidad en b o a su izquierda )(bF , se le resta 

la probabilidad en a  o a su izquierda )(aF  y se le suma la 

probabilidad puntual en a , se obtiene la probabilidad en el 

intervalo considerado. 
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La probabilidad entre a  y b (incluyendo la probabilidad en a , pero no en b ) se 

calcula de la siguiente forma: 

)()()()()()()()()( apbpaFbFapbpapbpbap  

 

 

  

Si a la probabilidad en b o a su izquierda )(bF , se le resta 

la probabilidad en a  o a su izquierda )(aF  y se le suma la 

probabilidad puntual en a , se obtiene la probabilidad en el 

intervalo considerado. 

 

 

 

 

  

Por tanto, se tiene que:  

)()( aFap 
  

)()()( apaFap  
 

)(1)( aFap 
 

)()(1)( apaFap  
 

)()()( aFbFbap 
     

)()()()( bpaFbFbap  
 

)()()()( apaFbFbap  
 

)()()()()( apbpaFbFbap  
 

 

 

 

A continuación, se presentan las principales medidas que caracterizan a una 
variable aleatoria discreta: la esperanza, la varianza y la desviación típica. 

ESPERANZA MATEMÁTICA O VALOR ESPERADO 

La esperanza matemática de una variable aleatoria discreta, que se representa 

por   o por )(E , es la suma de los valores que puede tomar la variable multi-

plicados por las probabilidades correspondientes a cada valor. 
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)()( ii xpxE   
 

 

 

  

Ejemplo 6. Se lanza una moneda una vez y se considera la 

variable aleatoria  = “Número de caras obtenidas”. Deter-

minar la esperanza de la variable. 

 

 

Como se ha expuesto en el ejemplo 1, dicha variable aleatoria toma valores 0 y 1 
con probabilidad 1/2 en ambos casos. 

Por tanto, su esperanza es: 

2

1

2

1
1

2

1
0)()(   ii xpxE 

 

 

Propiedades de la esperanza 

1. La esperanza de una constante es igual a la constante. 

ccE )(  

2. La esperanza de una constante por una variable aleatoria es igual a la 
constante por la esperanza de la variable aleatoria. 

)()(  cEcE   

3. La esperanza de una suma o resta de variables aleatorias es igual a la 
suma o resta de las esperanzas. 

   2121 )(  EEE   

VARIANZA 

La varianza de una variable aleatoria discreta, que se representa por 
2  o por 

)(V , es la suma de los cuadrados de las desviaciones de los valores que pue-
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de tomar la variable respecto a la esperanza multiplicados por sus correspon-
dientes probabilidades. 

)()()( 22
ii xpxV   

 

Desarrollando el cuadrado de la última expresión se puede obtener otra expre-
sión para la varianza que facilita el cálculo de la misma. 

222 )()()(  ExpxV ii    

La varianza mide la dispersión, es decir, la proximidad o alejamiento de los valo-
res que puede tomar  la variable con respecto a la esperanza. Cuanto mayor sea 
la dispersión, mayor será la varianza y, por tanto, menos representativa será la 
esperanza.  

 

 

  

Ejemplo 7. Se lanza una moneda una vez y se considera la 

variable aleatoria  = “Número de caras obtenidas”. Deter-
minar la varianza de la variable. 

 

 

Como se ha expuesto en el ejemplo 1, dicha variable aleatoria toma valores 0 y 1 
con probabilidad 1/2 en ambos casos. 

Por tanto, su varianza es: 

4

1

2

1

2

1
1

2

1
0)()()(

2

22222 







   ExpxV ii

 

Propiedades de la varianza 

1. La varianza es siempre mayor o igual que 0. 

  0V  

2. La varianza de una constante es nula. 

0)( cV  
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3. La varianza de una constante por una variable aleatoria es igual a la 
constante al cuadrado por la varianza de la variable aleatoria. 

)()( 2  VccV   

DESVIACIÓN TÍPICA 

La desviación típica, que se representará por  , se define como la raíz cuadra-

da positiva de la varianza. 

)( V
 

Esta medida presenta la ventaja frente a la varianza de estar expresada en las 
mismas unidades que la variable aleatoria. 

 

 

  

Ejemplo 8. Se lanza una moneda una vez y se considera la 

variable aleatoria  = “Número de caras obtenidas”. Deter-
minar la desviación típica de la variable. 

 

 

La desviación típica es la raíz cuadrada positiva de la varianza. Por tanto, te-
niendo en cuenta el resultado obtenido en el ejemplo 7 se tiene que: 

2

1

4

1
)(   V  

 

 

  

Obsérvese que la esperanza, la varianza y la desviación 
típica de una variable aleatoria discreta se determinan a par-
tir de su distribución de probabilidad. 
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3. VARIABLES ALEATORIAS 
CONTINUAS 

Como se indicó en la sección 1, una variable aleatoria continua es aquella que 
puede tomar cualquier valor en un intervalo. En esta sección se estudian estas 
variables. El análisis se divide en tres partes. 

En primer lugar, se consideran las funciones que se utilizan para representar una 
variable continua: la función de densidad y la función de distribución. Se prestará 
especial atención a la diferencia conceptual que existe entre ellas. 

A continuación, se analiza el cálculo de probabilidades en variable continua. Di-
cho cálculo se puede realizar con las dos funciones anteriormente citadas. Se 
explicará que procedimiento se sigue para calcular las probabilidades con cada 
una de estas funciones. 

Por último, se presentan las principales medidas que caracterizan a una variable 
aleatoria continua: la esperanza, la varianza y la desviación típica. 

 

FUNCIÓN DE DENSIDAD 

Para explicar la función de densidad es necesario definir previamente el concep-
to de densidad de probabilidad en un intervalo. 

La densidad de probabilidad existente en un intervalo es el cociente entre la pro-
babilidad de que la variable tome valores en ese intervalo y la amplitud del mis-
mo. 

La función de densidad, que se representa por )(xf , nos indica la densidad de 

probabilidad existente en un intervalo de amplitud infinitesimal. 
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Consideramos el intervalo  hxx ,  cuya amplitud es h. La función de densidad 

será el límite cuando la amplitud del intervalo tiende a 0 del cociente entre la 
probabilidad de que la variable tome valores en el intervalo y la amplitud del 
mismo. 

)(
)()(

lim
)(

lim)(
00

xF
h

xFhxF

h

hxxp
xf

hh












 

 

Dicho límite es la derivada primera de la función de distribución. 

Propiedades 

1. La función de densidad siempre es mayor o igual que cero. 

0)( xf  

2. El área bajo la función de densidad es igual a la unidad. 





1)( dxxf

 

 

FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN 

Como se vio en la sección 2 de esta unidad didáctica, la función de distribución 

de una variable aleatoria, que se representará por )(xF , es tal que: 

 
)()(

1,0:

xpxFx

RF





  

Por tanto, asocia a cada numero real x  una imagen que es la probabilidad de 

que la variable aleatoria tome valores menores o iguales que x . 

El procedimiento para generar la función de distribución de una variable aleatoria 
continua en un punto x  consiste en determinar la integral definida de la función 

de densidad en el intervalo  x, .  

 


x

dttfxpxF )()()( 
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Para ello es necesario tener en cuenta si la función de densidad viene definida 
por una única expresión algebraica en dicho intervalo o no. En el caso de que la 
función no venga definida por una única expresión algebraica, habrá que consi-

derar tantos subintervalos como expresiones algebraicas definan a )(xf . 

 

 

  

Ejemplo 9. Una variable aleatoria continua tiene la siguiente 
función de densidad:  












resto

x
xf

0

30
3

1

)(

 

Obtener la función de distribución. 

 

 

Si x  es un valor menor que 0, la función de densidad viene definida por una úni-

ca expresión algebraica en el intervalo  x, , puesto que: 

Si  0)(0  xfx  

Por tanto, se tiene que: 

00)()()(0   

xx

dtdttfxpxFx   

Si x  es un valor que pertenece al intervalo  3,0 , la función de densidad no vie-

ne definida por una única expresión algebraica en el intervalo  x, , puesto 
que: 

Si 0)(0  xfx  

Si 
3

1
)(30  xfx  

Por tanto, hay que considerar dos subintervalos: 

  xtdtdtdttfxpxFx x
xx

3

1

3

1

3

1
0)()()(30 0

0

0
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Si x  es un valor mayor que 3, la función de densidad no viene definida por una 

única expresión algebraica en el intervalo  x, , puesto que: 

Si  0)(0  xfx  

Si  
3

1
)(30  xfx  

Si  0)(3  xfx  

Por tanto, hay que considerar tres subintervalos: 

  1
3

1
0

3

1
0)()()(3 3

0
3

3

0

0

  
tdtdtdtdttfxpxFx

xx


 

La función de distribución es: 
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30
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1

00
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x

xx
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CALCULO DE PROBABILIDADES 

Si se quiere calcular probabilidades, se puede emplear la función de densidad y 
la función de distribución. A continuación se explica como se calculan probabili-
dades con estas dos funciones. 

Cálculo de probabilidades a partir de la función de densidad 

Si se quiere determinar la probabilidad de que una variable aleatoria continua 
tome valores en un intervalo, se calcula la integral definida de la función en dicho 
intervalo. 

La probabilidad de que una variable aleatoria continua tome valores en el inter-

valo  ba, , se calcula de la siguiente forma: 


b

a
dxxfbap )()( 
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La probabilidad de que una variable aleatoria continua tome valores en el inter-

valo  a, , se calcula de la siguiente forma: 

 


a

dxxfap )()(
 

La probabilidad de que una variable aleatoria continua tome valores en el inter-

valo  ,a , se calcula de la siguiente forma: 





a

dxxfap )()(
 

Proposición: 

Las probabilidades puntuales son nulas para una variable aleatoria continua  

Demostración. 

0)()(  
a

a
dxxfap 

 

 

 

  

Por tanto, se tiene que: 





b

a
dxxfbapbap

bapbap

)()()(
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Cálculo de probabilidades a partir de la función de distribución. 

Sean a  y b  dos números reales tales que ba  . Como se acaba de exponer, 

las probabilidades son nulas en variable continua. Por tanto, se tiene que: 

)()()()()()( aFbFbapbapbapbap    

)()()( aFapap    

)(1)()( aFapap    

La explicación de estas expresiones se ha presentado en la sección 2 de esta 
unidad didáctica. 

A continuación, se presentan las principales medidas que caracterizan a una 
variable aleatoria continua: la esperanza, la varianza y la desviación típica. 

 

ESPERANZA MATEMÁTICA O VALOR ESPERADO 

La esperanza matemática de una variable aleatoria continua, que se representa 

por   o por )(E , se define de la siguiente forma: 

dxxfxE )()( 



 

 

 

 

  

Ejemplo 10. Una variable aleatoria continua tiene la siguien-
te función de densidad:  
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Determinar la esperanza de la variable. 
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Propiedades de la esperanza: las mismas que para variable discreta (véase la 
sección 2 de esta unidad didáctica) 

VARIANZA 

La varianza de una variable aleatoria continua, que se representa por 
2  o por 

)(V , se define de la siguiente forma: 

dxxfxV )()()( 22





   

Desarrollando el cuadrado de la última expresión, se puede obtener otra expre-
sión para la varianza que facilita el cálculo de la misma. 

222 )()()(  EdxxfxV  


  

La varianza mide la dispersión, es decir, la proximidad o alejamiento de los valo-
res que puede tomar la variable con respecto a la esperanza. Cuanto mayor sea 
la dispersión, mayor será la varianza y, por tanto, menos representativa será la 
esperanza. 

 

 

  

Ejemplo 11. Una variable aleatoria continua tiene la siguien-
te función de densidad:  
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Determinar la varianza de la variable. 
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Propiedades de la varianza: las mismas que para variable discreta (véase la 
sección 2 de esta unidad didáctica). 

DESVIACIÓN TÍPICA 

La desviación típica, que se representará por  , se define como la raíz cuadra-

da positiva de la varianza. 

)( V  

Esta medida presenta la ventaja de estar expresada en las mismas unidades que 
la variable aleatoria. 

 

 

  

Ejemplo 12. Una variable aleatoria continua tiene la siguien-
te función de densidad:  
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Determinar la desviación típica de la variable. 

 

 

La desviación típica es la raíz cuadrada positiva de la varianza. Por tanto, te-
niendo en cuenta el resultado obtenido en el ejemplo 11, se tiene que 

86,0
4

3
)(   V  

 

 

  

Obsérvese que la esperanza, la varianza y la desviación 
típica de una variable aleatoria continua se determinan a 
partir de su función de densidad. 

 



29 

 

 

 

4. MODELOS DE PROBABILIDAD 
DE TIPO DISCRETO 

Los modelos de probabilidad de tipo discreto representan fenómenos aleatorios 
que se modelizan mediante variables aleatorias discretas. En esta sección se 
presentan los dos principales modelos de tipo discreto: la distribución binomial y 
la distribución de Poisson. 

 

DISTRIBUCIÓN BINOMIAL 

Una variable aleatoria sigue una distribución binomial de parámetros n  y p  si su 

función de masa viene dada por la siguiente expresión: 














resto
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xnx
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Si una variable sigue una distribución binomial, su esperanza y su varianza vie-
nen dadas por las siguientes expresiones: 

npE )(                            npqV )(  
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La distribución binomial representa experimentos aleatorios que presentan tres 
características: 

1. El experimento se repite varias veces. El parámetro n  es el número de 

veces que se repite el experimento. 

2. En cada repetición del experimento sólo se pueden presentar dos suce-

sos que son incompatibles que se representan por S  y S . Al suceso 

S se le asocia el número real 1 y al suceso S  el número real 1. 

0

1





S

S

 

La probabilidad del suceso S se representa por la letra p  y la de S  por   

la letra q . Como los sucesos son contrarios, se tiene que qp 1 . 

qSP

pSP





)(

)(

 

3. Las repeticiones de los experimentos son independientes entre si. 

 

 

  

Ejemplo 13. Se lanza una moneda tres veces y se conside-

ra la variable aleatoria  = número de caras obtenido. De-
terminar la probabilidad de obtener una sola cara. 

 

 

En primer lugar, se determinará la distribución de probabilidad que sigue la va-
riable. 

 

1. Se lanza la moneda tres veces. 

2. En cada lanzamiento sólo se pueden presentar dos sucesos “cara” y 
“cruz” que son incompatibles. Se asocia el número 1 al suceso en 
términos del cual está definida la variable. 

0

1





X

C
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La probabilidad del suceso al que se le asocia el número real 1 se repre-
senta por la letra p  y la probabilidad del otro suceso por la letra q . 

2

1
)(

2

1
)(





qSP

pCP

 

3. Los resultados de los lanzamientos son independientes. 

 

Por tanto, la variable aleatoria sigue una distribución Binomial de parámetros 

3n  y 
2

1
p  lo que se escribe de forma abreviada como sigue )

2

1
,3(.~B . 

Se pide determinar la probabilidad de obtener una sola cara o lo es lo mismo que 
la variable tome valor 1. 

8

3

2

1

2

1

!2!1

!3
)1(

21
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DISTRIBUCIÓN DE POISSON 

Una variable aleatoria sigue una distribución de Poisson de parámetro  si su 
función de masa viene dada por la siguiente expresión: 
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Si una variable sigue una distribución de Poisson, su esperanza y su varianza 
vienen dadas por las siguientes expresiones: 

 

 )(E                 )(V  
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Ejemplo 14. El número de automóviles que llega a una ga-
solinera en un minuto se puede modelizar mediante una dis-
tribución de Poisson. Suponga que el número medio es de 
3,5 por minuto. Obtener la probabilidad de que en un minuto 
llegue un coche. 

 

 

La variable sigue una distribución de Poisson de parámetro 3,5, puesto que el 
parámetro de la distribución de Poisson es la esperanza de la variable. Por tanto, 

)5,3(.~P  

Se pide determinar la probabilidad de que llegue un coche o lo es lo mismo que 
la variable tome valor 1. 

1057,0
!1

5,3
)1(

5,3


e

P   
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5. MODELOS DE PROBABILIDAD 
DE TIPO CONTINUO 

En esta sección se presentan los principales modelos de probabilidad de tipo 

continuo: la distribución normal, la distribución 2 de Pearson, la distribución t de 
Student y la distribución F de Snedecor. 

 

DISTRIBUCIÓN NORMAL N(,) 

La distribución normal es la distribución más importante. Depende de dos pará-

metros  que es la esperanza y  que es la desviación típica. Su función de den-
sidad viene dada por la siguiente expresión: 






xexf

x
2

2

2

)(

2

1
)( 



  

La representación gráfica de esta función recibe el nombre de Campana de 
Gauss. 

DISTRIBUCIÓN NORMAL ESTANDAR  N(0,1) 

La distribución Normal estándar es una distribución normal con esperanza 0 y 
desviación típica 1. Su función de densidad es: 




xexf

x

2

2

2

1
)(
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Las probabilidades correspondientes a esta distribución de probabilidad se pre-
sentan en una tabla. Dicha tabla está en el anexo de esta unidad didáctica. 

A continuación, se explicará como se utiliza dicha tabla. 

La probabilidad de que una variable aleatoria normal estándar sea mayor que un 

valor z  se representará por  , es decir: 


 







 
z

x

dxezP 2

2

2

1
)(

 

Las probabilidades son las  áreas debajo de la función de densidad de la distri-

bución normal (campana de Gauss). Por tanto, z  es el valor que deja a la dere-

cha un área   debajo de la campana de Gauss (véase la representación gráfica 

que aparece en la parte superior de la tabla). 

Los valores de z se presentan con dos decimales. En la primera fila está el va-

lor entero y el primer digito después del decimal y en la segunda fila el segundo 
dígito después del decimal. Las probabilidades o áreas son los valores que apa-
recen dentro de la tabla. 

 

 

  

Ejemplo 15. Determinar la probabilidad de que una variable 
aleatoria normal estándar tome valores mayores que 1,25. 

 

 

Para determinar la probabilidad se utilizará la tabla de la distribución normal 
estándar que se presenta en el anexo.  

Se busca 1,2 en la primera columna y 0,05 en la primera fila. El valor correspon-
diente a esa fila y a esa columna que aparece dentro de la tabla es 0,1056. Por 
tanto, 

1056,0)25,1( P  
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CÁLCULO DE PROBABILIDADES DE UNA VARIABLE ALEATORIA N(,) A 
PARTIR DE LA TABLA DE LA DISTRIBUCIÓN NORMAL N(0,1) 

Para explicar como transformar una variable aleatoria normal con esperanza   

y desviación típica   en una variable normal con esperanza 0 y varianza 1 es 

necesario, previamente, definir un concepto y enunciar un teorema. 

VARIABLE TIPIFICADA 

Sea   una variable aleatoria con esperanza   y desviación típica   . 

La variable tipificada que se representará por 
* se define de la siguiente forma: 







*

 

Propiedades: 

1. La esperanza de una variable tipificada  es igual a 0. 

2. La varianza de una variable tipificada es igual a 1. 

 

TEOREMA 

Sea  una variable aleatoria que sigue una distribución normal. Se define una 

nueva variable ba ´ . La variable aleatoria 
´ sigue una distribución normal. 

Teniendo en cuenta el concepto y el teorema, a continuación se explicará como 
calcular probabilidades de una normal a partir de la tabla de la normal estandar. 

Supóngase que se quiera calcular la probabilidad de que una variable aleatoria 
normal con esperanza   y desviación típica    tome valores mayores que x  

siendo x  un número conocido. 

Se procede de la siguiente forma: a cada lado de la desigualdad se  resta la es-
peranza de la variable y se divide entre la desviación típica. 

)()( *
























 





x
P

x
PxP

 

A continuación, se explicara que la variable 
*  que se ha generado sigue una 

distribución normal estándar. 
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1. 
*  es una variable tipificada. Por tanto, tiene esperanza 0 y varianza 1. 

2. 
*  se ha generado a partir de  , restando la media y dividiendo entre la 

desviación típica. Por tanto, es una transformación lineal de  . Como  sigue 

una distribución normal, 
* también seguirá una distribución normal (por el teo-

rema). 

 

 

  

Ejemplo 16. Determinar la probabilidad de que una variable 
aleatoria normal con esperanza 150 y desviación típica 25 
tome valores mayores que 175. 

 

 

.1587,0)1(
25

150175

25

150
)175( * 







 



 


 PPP

 

En primer lugar, se ha transformado la variable en una distribución normal con 
esperanza 0 y varianza 1, ya que esta es la distribución normal cuyas probabili-
dades están tabuladas. 

Para ello, a cada lado de la desigualdad se ha restado la media de la variable y 
se ha dividido entre la desviación típica. 

En segundo lugar, se determina la probabilidad a partir de la tabla de la distribu-
ción normal estandar que se presenta en el anexo de esta unidad didáctica. 

 

DISTRIBUCIÓN 2 DE PEARSON 

Sean n ,...,, 21  variables aleatorias N(0,1) e independientes entre sí. La distri-

bución 2 de Pearson con n  grados de libertad se define de la siguiente forma 
22

2

2

1

2 ... nn   . Para cada valor de n  tendremos una distribución dife-

rente. 

Si una variable sigue una distribución 2 de Pearson con n  grados de libertad, 

su esperanza y su varianza vienen dadas por las siguientes expresiones: 

nE n )( 2
                    

nV n 2)( 2 
. 

Las probabilidades correspondientes a esta distribución de probabilidad se pre-
sentan en una tabla. Dicha tabla está en el anexo de esta unidad didáctica. 
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A continuación, se explicará como se utiliza dicha tabla. 

La probabilidad de que una 
2  de Pearson con n  grados de libertad sea mayor 

o igual  que un valor 
2

, n  se representará por  , es decir: 





2

,

)()( 2
,

2

n

dxxfP nn


 
 

siendo )(xf la función de densidad de dicha distribución.  

Las probabilidades son las áreas debajo de la función de densidad de la distribu-

ción. Por tanto, 
2

, n  es el valor que deja a la derecha un área   debajo de la 

función de densidad (véase la representación gráfica que aparece en la parte 
superior de la tabla). 

En la primera columna se presentan los valores n , es decir, los grados de liber-

tad de la distribución, y en la primera fila se encuentran los valores de   que 

son las probabilidades o áreas. Los valores 
2

, n  que dejan a la derecha dicha 

área se encuentran dentro de la tabla. 

 

 

  

Ejemplo 17. Determinar la probabilidad de que una 
2  de 

Pearson con 15 grados de libertad tome valores mayores o 
iguales que 7,261. 

 

 

Para determinar la probabilidad se utilizará la tabla de la distribución 
2  de Pe-

arson que se presenta en el anexo. 

Se busca 15 en la primera columna. En la fila correspondiente a 15, se busca el 
valor 7,261. La probabilidad es el valor que aparece en la primera fija y que co-
rresponde a la columna en la que esta situado 7,261. Por tanto, 

95,0)261,7( 2 nP   
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DISTRIBUCIÓN t DE STUDENT 
 

Sea X una N (0,1) e Y una 
2  de Pearson  con n grados de libertad indepen-

dientes entre sí. La distribución t de Student con n  grados de libertad se define 

de la siguiente forma: 

n

Y

X
tn 

 

Si una variable sigue una distribución t de Student con n  grados de libertad, su 

esperanza y su varianza vienen dadas por las siguientes expresiones: 

0)( ntE        
2

)(



n

n
tV n  

La representación gráfica de su función de densidad tiene forma de campana 
simétrica más aplanada que la campana de Gauss.  

Las probabilidades correspondientes a esta distribución de probabilidad se pre-
sentan en una tabla. Dicha tabla está en el anexo de esta unidad didáctica. 

A continuación, se explicará como se utiliza dicha tabla. 

La probabilidad de que una t  de Student con n  grados de libertad sea mayor o 

igual  que un valor nt ,  se representará por  , es decir: 





nt

nn dxxfttP
,

)()( ,




 

siendo )(xf la función de densidad de dicha distribución.  

Las probabilidades son las  áreas debajo de la función de densidad de la distri-

bución. Por tanto, nt ,  es el valor que deja a la derecha un área   debajo de la 

función de densidad (véase la representación gráfica que aparece en la parte 
superior de la tabla). 

En la primera columna  se presentan los valores n , es decir, los grados de liber-

tad de la distribución, y en la primera fila se encuentran los valores de   que 

son las probabilidades o áreas. Los valores nt ,  que dejan a la derecha dicha 

área se encuentran dentro de la tabla. 
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Ejemplo 18. Determinar la probabilidad de que una t de 
Student con 9 grados de libertad tome valores mayores o 
iguales que 0,883. 

 

 

Para determinar la probabilidad se utilizará la tabla de la distribución t de Student 
que se presenta en el anexo. 

Se busca 9 en la primera columna. En la fila correspondiente a 9, se busca el 
valor 0,883. La probabilidad es el valor que aparece en la primera fija y que co-
rresponde a la columna en la que esta situado 0,883. Por tanto,  

2,0)883,0( 9 tP  

 

DISTRIBUCIÓN F DE SNEDECOR 

Sea X una distribución 
2  con m grados de libertad e Y una distribución 

2 cuadrado con n  grados de libertad. La distribución F de Snedecor con nm,  

grados de libertad se define de la siguiente forma: 

n

Y
m

X

F nm ,
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CUADROS 

CUADRO 1. MODELOS DE PROBABILIDAD DE TIPO DISCRETO 
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CUADRO 2. MODELOS DE PROBABILIDAD DE TIPO CONTINUO 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Distribución  
Normal 
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Distribuciones 
derivadas de la 

Normal 
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2
 de Pearson 

 
22

2
2

1
2 ... nn    

 

 
 
Distribución t de Student 
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Distribución F de Snedecor 
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CONCLUSIONES 

Cuando se está analizando una variable aleatoria se deben seguir una serie de 
etapas. 

En primer lugar, hay que determinar el conjunto de valores que puede tomar la 
variable. 

A continuación, se especifica su distribución de probabilidad (si la variable es 
discreta o su función de densidad (si la variable es continua). 

Finalmente, se calculan las probabilidades de interés para el estudio que se esta 
realizando y las medidas que caracterizan a la variable, y se interpretan los re-
sultados obtenidos. 
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RECAPITULACIÓN 

Una variable aleatoria es una función que asocia a cada suceso elemental un 
número real. Las probabilidades de cada valor de la variable aleatoria son las 
mismas que las asociadas al suceso correspondiente. 

Se distinguen dos tipos de variables aleatorias: 

 Variables aleatorias discretas: son aquellas que toman valores aisla-
dos. 

 Variables aleatorias continuas: son aquellas que pueden tomar cual-
quier valor en un intervalo. 

Las variables aleatorias discretas se representan mediante la distribución de 
probabilidad (que proporciona la probabilidad puntual) y mediante la función de 
distribución (que proporciona la probabilidad acumulada). 

Las variables aleatorias continuas se representan mediante la función de densi-
dad (que proporciona la densidad de probabilidad) y mediante la función de dis-
tribución (que proporciona la probabilidad acumulada) 

Las principales medidas que caracterizan a una variable aleatoria son: la espe-
ranza, la varianza y la desviación típica. 

Los principales modelos de probabilidad discretos son: la distribución binomial 
y la distribución de Poisson. 

Los principales modelos de probabilidad continuos son: la distribución normal, 

la distribución t de Student, la distribución 2 de Pearson y la distribución F de 
Snedecor.  
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AUTOCOMPROBACIÓN 

1. Una variable aleatoria discreta es aquella que: 

a) Toma valores aislados. 

b) Puede tomar cualquier valor en un intervalo. 

c) Siempre toma el mismo valor. 

d) Ninguna respuesta es correcta. 

2. Se lanza un dado una vez y se considera la variable aleatoria “Puntuación 
obtenida”. La variable es: 

a) Discreta. 

b) Continua. 

c) Con esta información no es posible determinar si la variable es discreta o 
continua. 

d) Ninguna respuesta es correcta. 

3. La distribución de probabilidad o función de masa de una variable discreta 
nos proporciona: 

a) La probabilidad puntual. 

b) La probabilidad acumulada. 

c) La probabilidad puntual y la probabilidad acumulada. 

d) Ninguna respuesta es correcta. 
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4. La función de distribución de una variable aleatoria discreta particularizada 
en un punto nos indica: 

a) La probabilidad puntual. 

b) La probabilidad acumulada. 

c) La probabilidad puntual y la probabilidad acumulada. 

d) Ninguna respuesta es correcta. 

5. Para calcular probabilidades en variable aleatoria discreta, podemos utilizar: 

a) Únicamente la distribución de probabilidad. 

b) Únicamente la función de distribución. 

c) La función de distribución y la distribución de probabilidad. 

d) Ninguna de las respuestas es correcta. 

6. La esperanza y la varianza de una variable aleatoria discreta se calculan a 
partir de: 

a) La distribución de probabilidad. 

b) La función de distribución. 

c) La función de distribución y la distribución de probabilidad. 

d) Ninguna respuesta es correcta. 

7. Una caja contiene 10 piezas que han sido fabricadas de forma independien-
te. Se sabe que la probabilidad de que una pieza sea defectuosa es de 0,2. 
La variable aleatoria “número de piezas defectuosas en una caja” sigue una 
distribución.  

a) Binomial.  

b) Poisson.  

c) Normal.  

d) Ninguna respuesta es correcta.  

8. Una variable aleatoria continua es aquella que: 

a) Toma valores aislados. 

b) Puede tomar cualquier valor en un intervalo. 

c) Siempre toma el mismo valor. 

d) Ninguna respuesta es correcta. 
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9. El área debajo de la función de densidad es igual a: 

a) 1. 

b) 0. 

c) Puede tomar cualquier valor. 

d) Ninguna respuesta es correcta. 

10. Para calcular probabilidades en variable aleatoria continua, podemos utilizar: 

a) Únicamente la función de densidad. 

b) Únicamente la función de distribución. 

c) La función de densidad y la función de distribución. 

d) Ninguna respuesta es correcta. 
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SOLUCIONARIO 

1.  a 2.  a 3.  a 4.  b 5.  c 

6.  a 7.  a 8.  b 9.  a 10.  c 
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PROPUESTAS DE AMPLIACIÓN 

Si estás interesado en ampliar los conocimientos sobre variables aleatorias, 
puedes consultar los capítulos 2, 4, 7, 8 y 9 del siguiente libro: 

Martín Pliego F. J. y Ruiz Maya L. (1997). Estadística I: Probabilidad. Editorial 
Thomson. 
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